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PRIMI ELEMENTI DI MATEMATICA FINANZIARIA 
La matematica finanziaria si occupa delle operazioni finanziarie, le quali consistono nello scambio di importi 
monetari tra soggetti diversi, in tempi diversi.  Le operazioni finanziarie elementari si possono classificare in 
due categorie: 
• Operazione di prestito.  Un soggetto cede a un altro una somma di denaro, che gli verrà restituita in un 
tempo futuro, aumentata di un importo pattuito, detto interesse. 
•• Operazione di sconto.  Un soggetto gravato dell’impegno a pagare a un altro una determinata somma di 
denaro in un determinato momento futuro estingue anticipatamente il suo debito in un momento antecedente 
la scadenza pattuita, ottenendo in cambio una riduzione dell’importo da pagare, detta sconto.  L’operazione 
può essere descritta con parole diverse, dal punto di vista del creditore: un soggetto avente diritto a 
riscuotere da un altro una determinata somma di denaro in un determinato momento futuro, concede al suo 
debitore di estinguere anticipatamente il debito, riconoscendogli una riduzione dell’importo dovuto. 
Nell’operazione di prestito, l’importo C ceduto dal prestatore si chiama Capitale; l’importo M >C ricevuto in 
restituzione si chiama Montante; la differenza I = M −C  si chiama Interesse. 
Nell’operazione di sconto si chiama Capitale l’importo D dovuto al tempo stabilito; si chiama Valore attuale di 
D al tempo t (precedente la scadenza del debito) l’importo V < D  con cui il debitore può estinguere 
anticipatamente il suo debito; la differenza S = D −V  si chiama Sconto. 
Regole per calcolare il montante in funzione del capitale e del tempo d’impiego e per calcolare il valore attuale 
in funzione del capitale e del tempo di anticipo nel pagamento si possono definire in infiniti modi; i soli vincoli 
sono che: 
• Fissati gli istanti in cui avvengono un prestito e la sua restituzione, il montante deve essere funzione 
strettamente crescente del capitale; allo stesso modo, fissati gli istanti di scadenza di un debito e della sua 
estinzione anticipata, il valore attuale deve essere funzione strettamente crescente del capitale. 
•• Fissato il capitale C ceduto, il montante deve essere funzione strettamente crescente del tempo che trascorre 
prima della restituzione, vale a dire, se l’attesa è più lunga il montante sarà maggiore; allo stesso modo, 
fissato l’importo D di un debito e il momento della sua scadenza, il valore attuale di D in un tempo t 
precedente la scadenza deve essere funzione strettamente decrescente di t, cioè lo sconto è tanto maggiore 
quanto più è lontana la data fissata per la scadenza del debito. 
Le regole trattate in matematica finanziaria e (più o meno frequentemente) applicate nella realtà sono 
molteplici; quelle più semplici hanno tutte in comune la caratteristica di essere lineari rispetto ai capitali, cioè, 
fissati i tempi in cui avvengono gli scambi di denaro, i montanti o i valori attuali di un capitale doppio o triplo 
di un altro saranno doppi o tripli dei corrispondenti valori relativi al primo. 
Una regola che rispetti quest’ultima clausola, oltre ai vincoli detti sopra si può ottenere scegliendo una funzione 
f : 0,+∞[ [→ 1,+∞[ [  detta fattore di montante, che sia continua, strettamente crescente e tale che f 0( ) = 1 .  Poi 
definiremo il montante corrispondente a un capitale C prestato per un tempo t così: 
(legge di capitalizzazione) M = C ⋅ f t( )  
e definiremo il valore attuale V di un capitale D dovuto in un tempo futuro, in caso di estinzione anticipata di un 
tempo t così: 
(legge di sconto) V = Df t( )  
Precisiamo che lo scenario in cui si descrivono queste regole è fortemente semplificato rispetto alla realtà delle 
transazioni finanziarie; d’altra parte ogni modello matematico di fenomeni reali non riesce a tenere conto di 
tutte le possibili variabili da cui dipende il fenomeno osservato. Qui si suppone che tutti gli attori finanziari 
possano prestare denaro a terzi con la stessa legge; e analogamente che chiunque abbia un debito nei confronti 
di qualcuno lo possa estinguere anticipatamente ottenendo uno sconto calcolato con una regola valida per tutti.  
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Inoltre, le operazioni di prestito (ovvero di investimento) e di sconto trovano sempre una controparte 
disponibile, cioè chi desidera collocare un capitale C per un tempo t da lui deciso, troverà sempre una 
controparte disposta a ricevere il suo denaro e restituirgli M = C ⋅ f t( )  quando sarà trascorso il tempo t, e chi 
desidera estinguere anticipatamente un debito troverà accoglienza da parte del suo creditore, alle condizioni 
stabilite in precedenza.  Infine, il denaro circola tra gli operatori soltanto con lo scopo di produrre altro denaro, 
e mai appare una necessità che “obbliga” qualcuno a disporre del denaro immediatamente, non essendo quindi 
disposto a prestarlo a terzi. 
Ancora, la semplificazione più violenta che i modelli della matematica finanziaria sottintendono consiste nella 
stabilità dei mercati, nel senso che si presume che le leggi di capitalizzazione e di sconto applicate dagli 
operatori finanziari rimangano immutate nel tempo, cosa per nulla verificata nella realtà.  Per esempio, negli 
anni ’80 del XX secolo le banche remuneravano i depositi dei loro clienti con interessi annuali superiori al 
10%, talvolta anche 20%; attualmente l’interesse offerto è praticamente 0 (0,1%, in molti casi). 
Nonostante tutto ciò, i modelli della matematica finanziaria forniscono comunque un punto di partenza valido 
per valutare in modo oggettivo diverse forme di investimento, per chi ha da investire, o di finanziamento, per 
chi ha bisogno di usufruire di denaro di cui al momento non dispone, per esempio un mutuo per l’acquisto di 
una casa. 
Le formule date sopra per regolare le operazioni di prestito e di sconto risultano tra loro “coerenti”, nel senso 
che ora spieghiamo.  La legge di sconto offre al creditore con un anticipo t su quanto pattuito l’importo V < D .  
Questi non avrà difficoltà ad accettare la risoluzione anticipata del prestito a queste condizioni, perché potrà 
investire V per il tempo t, trascorso il quale riceverà, in base alla legge di capitalizzazione, il montante 
 
M =V ⋅ f t( ) = Df t( ) ⋅ f t( ) = D  
e in questo modo per lui non sarà cambiato nulla rispetto a quanto sarebbe accaduto se il debito gli fosse stato 
ripagato alla sua scadenza naturale. 
La scelta della funzione f, fattore di montante, determina le regole di capitalizzazione e di sconto.  Le più 
comunemente applicate sono la capitalizzazione semplice e la capitalizzazione composta. 
Legge di capitalizzazione semplice 
Nella legge di capitalizzazione semplice il fattore di montante è la funzione 
 f t( ) = 1+ i ⋅ t  
in cui i è una costante positiva detta tasso di interesse semplice.  Il valore di i è legato all’unità di misura con 
cui si esprime il tempo, di solito anni, quindi i si chiamerà tasso annuo di interesse semplice.  Dunque, nel 
regime di capitalizzazione semplice con tasso annuo i il montante prodotto da un capitale C in t anni è 
 M = C ⋅ 1+ i t( )  
e il valore attuale di un importo D disponibile fra t anni è 
 V = D1+ i t  
Il tasso i è frequentemente espresso come percentuale; per esempio i = 5%  significa i = 0,05 . 
Legge di capitalizzazione composta 
Nella legge di capitalizzazione semplice il fattore di montante è la funzione 
 f t( ) = 1+ i( )t  
in cui i è una costante positiva detta tasso di interesse composto.  Come nel caso dell’interesse semplice il 
valore di i è legato all’unità di misura del tempo; salvo diverso avviso s’intende che questa sia l’anno.  Le leggi 
di capitalizzazione e di sconto in capitalizzazione composta si esprimono quindi con 
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 M = C ⋅ 1+ i( )t  
 V = D
1+ i( )t
=V ⋅ 1+ i( )−t  
Anche in questo caso, i è frequentemente espresso in forma percentuale. 
Equivalenza finanziaria 
Due importi monetari A e B disponibili in tempi futuri diversi, rispettivamente t1 , t2  si dicono 
finanziariamente equivalenti al tempo t0  se il valore di A e B in t0  è lo stesso, secondo la legge di 
capitalizzazione o di sconto applicata.  Per “valore” di A o B in t0  s’intende il montante o il valore attuale, 
secondo che t0  sia (rispettivamente) successivo oppure precedente il tempo in cui ciascuna delle due somme è 
naturalmente disponibile, ossia t1  per A, t2  per B. 
Esempio.  In regime di capitalizzazione semplice con tasso annuo i = 0,05  sono finanziariamente equivalenti 
al tempo t0 = 6 , cioè tra 6 anni: 
• A = 500€  disponibili tra 2 anni 
•• B = 780€  disponibili tra 12 anni 
 
Infatti A produce nei quattro anni che trascorrono dall’anno 2 all’anno 6 un montante uguale a 
 ′A = 500 ⋅ 1+ 4 ⋅0,05( ) = 500 ⋅1,2 = 600  
e B ha all’anno 6 un valore attuale che si calcola scontando B per 6 anni, quelli che trascorrono dal 6 al 12, cioè 
 ′B = 7801+ 6 ⋅0,05 =
780
1,3 = 600  
valori uguali, come avevamo anticipato. 
Abbiamo parlato di equivalenza finanziaria di A e B in un determinato tempo.  Questo è essenziale, nel caso 
della legge di capitalizzazione semplice: A e B, equivalenti in t0 , non è detto che lo siano in un tempo diverso.  
L’esempio che abbiamo esposto chiarisce questo fatto; A e B come descritti sono equivalenti in t0 = 6 , ma non 
lo sono, per esempio, in t2 = 12 .  Infatti il valore di B in 12 è proprio 780, perché 12 è l’istante in cui B è 
disponibile, quindi non c’è variazione in più o in meno; invece il valore di A in t2 = 12  si ottiene capitalizzando 
l’importo di 500€  per 10 anni, quelli che trascorrono tra l’anno 2 e l’anno 12, ottenendo 
 ′′A = 500 ⋅ 1+10 ⋅0,05( ) = 500 ⋅1,5 = 750 ≠ 780 . 
Questo dipende dal fatto che la legge di capitalizzazione semplice non è scindibile, cioè, se t, s sono due tempi, 
con t < s , e un importo C viene impiegato per s anni, oppure viene impiegato per t anni, poi il ricavato viene 
impiegato nuovamente per i rimanenti s − t  anni, i due risultati non sono uguali: nel primo casi si ottiene 
 M1 = C ⋅ 1+ i s( )  
e nel secondo si ottiene 
 M2 = C ⋅ 1+ i t( ) ⋅ 1+ i s − t( )( ) = C ⋅ 1+1t + i s − i t + i2 s − t( )( ) = C ⋅ 1+ i s + i2 s − t( )( ) > M1  
perché C ⋅ 1+ i t( )  è il montante prodotto da C nell’impiego per i primi t anni; nel tempo rimanente il capitale 
investito non è più C, bensì C aumentato dell’interesse maturato nei primi t anni: nella seconda fase si investe 
C ⋅ 1+ i t( )  per s − t  anni, realizzando il montante finale M2  superiore a M1  perché nel secondo periodo ha 
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prodotto un interesse aggiuntivo l’interesse realizzato nel primo periodo.  Nel caso dell’impiego ininiterrotto di 
C per s anni, in regime di interesse semplice è soltanto il capitale C a produrre interessi.  Per chiarire meglio 
questo concetto, si possono vedere i dati numerici dell’esempio precedente: il capitale A = 500€ impiagato per 
10 anni produce un montante pari a 750€: ai 500€  iniziali si aggiunge per 10 volte il 5% di 500€ .  Se invece 
A viene investito per 4 anni aumenta di 100€ , producendo un montante di 600€ ; questi 600€  investiti per 
altri 6 anni aumentano di 6 volte il 5% di 600€ , invece del 5% di 500€ ; ai 600€  realizzati alla fine del 
quarto anno d’impiego si aggiungono 6 ⋅30€ = 180€ , totalizzando quindi 780€ . 
La legge di capitalizzazione composta è scindibile. 
Il difetto manifestato dalla legge di capitalizzazione semplice, descritto sopra, non si estende alla legge di 
capitalizzazione composta, la quale è scindibile: indicati C, t, s come sopra, e i il tasso annuo di interesse 
composto, il montante prodotto da C in s anni è 
 ′M1 = C ⋅ 1+ i( )s  
mentre il montante prodotto investendo C per t anni, poi reinvestendo immediatamente quanto ricavato per i 
restanti s − t  anni è 
 ′M2 = C ⋅ 1+ i( )t ⋅ 1+ i( )s−t = C ⋅ 1+ i( )s = ′M1 . 
Grazie a questa proprietà, in regime di capitalizzazione composta, l’equivalenza finanziaria tra due o più 
capitali disponibili in tempi diversi è indipendente dal tempo in cui viene calcolata: se due capitali A, B sono 
equivalenti in un determinato tempo t0 , allora lo sono in ogni altro tempo; per questa ragione si dirà 
semplicemente che A e B, con i rispettivi tempi di scadenza, sono equivalenti, senza specificare il tempo a cui ci 
si riferisce.  In generale, per semplicità, l’equivalenza sarà verificata alla scadenza di uno dei due. 
Esempio.  Applicando la legge di capitalizzazione composta con tasso annuo i = 0,1  (cioè 10%), 200€  
disponibili tra 2 anni sono equivalenti a 266,2€  disponibili tra 5 anni.  Calcoliamo infatti i rispettivi valori tra 
2 anni; per A = 200€  con scadenza tra 2 anni il valore è appunto 200€ ; per B = 266,2€  disponibili tra 5 anni 
il valore attuale tra 2 anni si calcola scontando l’importo per 3 anni, quelli che tra 2 anni mancherebbero per 
ottenere la disponibilità di B; questo valore attuale è V = 266,2
1,1( )3
= 266,21,331 = 200 , da cui l’equivalenza. 
Se invece calcoliamo i valori di A e B al tempo 5 abbiamo per B il valore 266,2€  perché lo valutiamo proprio 
nel momento della sua disponibilità; invece A = 200  deve essere capitalizzato per 3 anni, producendo il 
montante M = 200 ⋅ 1,1( )3 = 266,2 ; si conferma così l’equivalenza. 
Nel seguito, salvo diverso avviso, ci occuperemo esclusivamente della legge di capitalizzazione composta. 
Tassi equivalenti. 
L’espressione della funzione di montante, nel caso della capitalizzazione composta, è f t( ) = 1+ i( )t , 
caratterizzata dunque dal valore del tasso di interesse i, normalmente riferito ad anno (tasso annuale); il tempo t 
deve quindi essere espresso in anni.  Tuttavia in certi casi serve indicare il tasso riferito a unità temporali 
diverse: mese, trimestre, semestre.  Si usa indicare con ik  il tasso di interesse composto riferito a 1k  di anno; 
quindi i2  indica un tasso semestrale, i4  un tasso trimestrale, i12  un tasso mensile. 
Si dice che il tasso ik  riferito a 1k  di anno è equivalente al tasso annuo i, se un capitale C impiegato per lo 
stesso tempo applicando ik  oppure i produce lo stesso montante.  Grazie alla linearità rispetto a C della legge di 
capitalizzazione possiamo supporre C = 1€ ; come tempo scegliamo 1 anno, pari a k volte 1k  di anno.  
L’uguaglianza tra i montanti prodotti da 1€ impiegato per un anno al tasso annuo i oppure, sempre per un anno, 
al tasso ik  riferito a 1k  di anno, si scrive: 
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 1+ i = 1+ ik( )k  
da cui si ricava i in funzione di ik , e viceversa: 
 i = 1+ ik( )k −1; ik = 1+ ik −1  
Per esempio, il tasso semestrale i2  equivalente al tasso annuo i = 0,04  cioè 4% è 
 i2 = 1,04 −1= 0,0198  
cioè 1,98%.  Si tratta di un valore non lontano da 2%, la metà di 4%, solo un po’ inferiore, per effetto della 
capitalizzazione composta, nella quale allo scadere di ogni periodo producono interessi anche gli interessi 
maturati nei periodi precedenti, e non soltanto il capitale iniziale, come succede invece nella capitalizzazione 
semplice.  Così, ricevere il 2% per due volte in un anno, la prima volta dopo sei mesi, produce un guadagno 
maggiore del 4% di quanto investito, perché dopo il secondo semestre si riceverà il 2% non del deposito 
iniziale, ma di questo maggiorato del 2% accreditato dopo i primi sei mesi; quindi alla fine si avrà a 
disposizione, se l’importo investito è di 1€, 
 1,022 = 1,0404  
Vale a dire, il tasso annuo i equivalente al tasso semestrale i2 = 0,02  è i = 1,022 = 0,0404  cioè 4,04%. 
La differenza è abbastanza piccola; vale a dire, il tasso ik  equivalente al tasso annuo i è minore, ma non di 
molto, alla frazione 1k i ; ciò e confermato anche dell’applicazione della formula di Taylor per il caso in esame: 
 1+ tk = 1+ 1k t + o t( )      per  t→ 0  
e anche 
 1+ t( )k = 1+ k t + o t( )      per  t→ 0  
quindi per “piccoli” valori di i e di ik  si approssima abbastanza bene ik ≈ 1k i , e i = k ik .  Questa 
approssimazione fallisce vistosamente quando i tassi applicati sono più elevati.  Per esempio, un tasso mensile 
del 10%, palesemente “usuraio” equivale non a “circa” 12 volte il 10%, cioè 120%, bensì a 
 1,112 −1= 2,1384      cioè  213,84% 
quasi doppio del già esorbitante 120% annuo. 
I tassi applicati degli operatori (più o meno) onesti sono normalmente assai inferiori, quindi l’approssimazione 
indicata è di solito accettabile. 
Un esempio: i Buoni del Tesoro Poliennali (BTP).  Una forma assai diffusa di titoli del debito dello Stato è 
quella dei Buoni del Tesoro Poliennali, noti con la sigla BTP.  Questi sono obbligazioni che lo Stato emette per 
ottenere denaro in prestito dai cittadini o dalle Banche; il prestito viene remunerato pagando alla scadenza di 
ogni semestre il solo interesse maturato, e restituendo il capitale insieme con l’ultima quota di interesse, al 
termine del tempo stabilito per la durata del prestito.  La liquidazione degli interessi avviene quindi 
semestralmente; il tasso dichiarato (detto tasso nominale) non è però quello semestrale i2  ma è invece 
l’approssimazione 2 i2  del tasso annuo equivalente.  Per esempio, un BTP della durata di 4 anni, al tasso 
nominale del 4%, eroga a chi lo ha sottoscritto, supponiamo, per un importo di 100€, le seguenti somme, nei 
tempi sotto indicati: 
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Il tasso effettivamente praticato non è 4% annuo bensì 2% semestrale.  Infatti dopo 6 mesi dalla sottoscrizione 
il debitore (quil lo Stato) versa al prestatore 2€, cioè esattamente l’interesse prodotto dal capitale di 100€ nel 
periodo trascorso di 6 mesi.  In questo modo il capitale sul quale il debitore calcola l’interesse per il secondo 
semestre rimane di 100€, non 102 come avverrebbe in mancanza del pagamento dell’interesse (detto in questo 
caso cedola).  Se il prestatore desidera continuare a ricevere interesse anche sui 2€ ricevuti, egli dovrà subito 
investirli alle stesse condizioni, cosa immaginata possibile nello scenario (non sempre realistico) in cui ci 
poniamo. 
Alla fine del secondo semestre il debitore paga di nuovo la cedola di 2€ corrispondente all’interessa maturato, 
ristabilendo in 100€ il valore su cui calcolare l’interesse nel terzo semestre; e così via; alla scadenza dell’ottavo 
semestre, cioè dopo 4 anni l’interesse dovuto sarà ancora di 2€, ai quali si aggiungono 100€ con i quali lo Stato, 
beneficiario del prestito, estingue il suo debito con il sottoscrittore. 
Nota. Nella realtà l’importo pagato dal sottoscrittore di un BTP 4% quadriennale come quello descritto sopra, 
per un valore “nominale” di 100€ può essere inferiore o superiore a 100€.  Egli acquisterà quindi il diritto a 
ricevere le cedole di 2€ ogni 6 mesi, e 102€ dopo 4 anni in cambio di un suo investimento non necessariamente 
di esattamente 100€; inoltre le cedole sono gravate da una ritenuta fiscale attualmente del 12,50%, quindi il 
prestatore non riceverà ogni 6 mesi 2€, bensì 0,875 ⋅2€ = 1,75€ ; il capitale di 100€ restituito alle fine del 
quarto anno è invece esente da tasse.  Queste cose cambiano leggermente la valutazione del tasso “effettivo” 
per l’investitore; qui abbiamo descritto una versione semplificata, per maggiore chiarezza; più avanti 
riprenderemo l’argomento considerando anche alcuni di questi aspetti aggiuntivi. 
Tasso nominale annuo jk  convertibile k volte ogni anno. 
Con questo nome un po’ complicato si denota il valore jk = k ik , in cui ik  è il tasso di interesse composto 
relativo a 1k  di anno.  Nell’esempio precedente, il “tasso nominale” 4% del BTP è j2 ; infatti l’operazione si 
sviluppa applicando il tasso semestrale i2 = 0,02 = 12 ⋅0,04 = 12 j2 .  Come abbiamo osservato, se jk  è 
abbastanza piccolo, il tasso annuo effettivo i equivalente a ik = 1k jk  non è molto diverso da jk ; comunque, è 
sempre i > jk .  Nell’esempio del BTP il tasso effettivo annuo è i = 0,0404 . 
Matematica finanziaria e teoria delle decisioni. 
Le regole della matematica finanziaria forniscono uno strumento adatto nella teoria delle decisioni, assegnando 
un valore monetario attuale a importi di denaro disponibili in tempi futuri; questi appaiono come grandezze non 
scalari, manifestandosi come coppia importo ; data di disponibilità( ) ; naturalmente, nel caso di importi da 
riscuotere si preferirà quello con il valore massimo, nel caso di importi da pagare di preferirà quello con il 
valore minimo.  Mostriamo alcuni esempi. 
1. Un’impresa assume la commessa per un lavoro per conto di un cliente, il quale propone di pagare l’intero 
importo richiesto di 101.000€ (scriveremo 101 K€) alla fine dei lavori, prevista tra 6 mesi, oppure 70 K€ 
immediatamente, 20 K€ a fine lavori e 10 K€ sei mesi dopo la fine dei lavori. 
a) Assumendo che il tasso di mercato sia i = 0,04  cioè 4%, stabilire quale è la scelta più conveniente per 
l’impresa. 
b) Calcolare quale dovrebbe essere il tasso di mercato affinché le due scelte risultino finanziariamente 
equivalenti. 
Soluzione. 
a) Bisogna calcolare il valore delle due proposte finanziarie (pagamento in unica soluzione; pagamento in tre 
rate) in un medesimo tempo, e confrontare i risultati.  La scelta del tempo in cui effettuare il confronto è 
arbitraria, per la proprietà di scindibilità della legge di capitalizzazione composta; scegliamo per esempio il 
tempo t0  di “fine lavori”, cioè tra sei mesi.  In questo modo non occorre alcun calcolo per avere il valore del 
pagamento in unica soluzione, pattuito proprio per quel momento; il valore è V1 = 101K€  
 Il valore in t0  del complesso dei tre pagamenti proposti in alternativa è la somma dei valori delle tre rate.  
La prima, pagata sei mesi prima di t0 , va capitalizzata per sei mesi, cioè 0,5 anni calcolandone il montante; 
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la seconda mantiene invariato il suo valore, essendo pagata proprio in t0 ; la terza va scontata per 6 mesi, 
essendo disponibile sei mesi dopo t0 , se ne calcola quindi il valore attuale in t0 .  Complessivamente si 
ottiene il valore 
  V2 = 70 ⋅ 1,04( )
1
2 + 20 +10 ⋅ 1,04( )− 12 ≈101,92 K€  
 Risulta quindi (leggermente) conveniente per l’impresa il pagamento rateale, nonostante la somma dei 
versamenti sia inferiore di 1 K€ rispetto al pagamento in unica soluzione 
b) Indicato con i il tasso incognito, l’equivalenza finanziaria delle due alternative, ancora riferita al tempo t0 , 
si esprime con la relazione 
  70 ⋅ 1+ i( )12 + 20 +10 ⋅ 1+ i( )− 12 = 101  
 Posto x = 1+ i( )12  abbiamo l’equazione 
  70 x + 20 + 10x = 101; 70x
2 − 81x +10 = 0 ; x = 81+ 3761140 ≈1,01662  
 (interessa soltanto la soluzione maggiore di 1). 
 Infine, da 1+ i( )12 = 1,01662  si ricava i = 1,01662( )2 −1≈ 0,0335  cioè 3,35%. 
2. Su determinati lavori di ristrutturazione edilizia lo Stato riconosce un beneficio fiscale a favore del 
committente di tali lavori; egli potrà ottenere sotto forma di riduzione dell’imposta dovuta in sede di 
dichiarazione dei redditi il 50% di quanto speso, in 10 rate annuali di uguale importo.  Cioè, se la spesa 
sostenuta è di 100€, il soggetto riceverà (precisamente, risparmierà sulle tasse da pagare) 5€ tra un anno, 5€ 
tra due anni, e così via per 10 anni.  Lo scopo di questo contributo statale è fare “emergere il lavoro nero” 
(sul quale ovviamente non è possibile usufruire delle detrazioni), e incentivare le attività di edilizia. 
 Un tizio incarica una piccola impresa di eseguire alcuni lavori di ristrutturazione in casa sua.  Il titolare 
dell’impresa offre (illegalmente) al committente uno sconto del 20% su quanto dovuto, se il pagamento 
avverrà in contanti, senza fattura.  Il committente, che non si pone questioni etiche, deve decidere se 
accettare questa proposta oppure pagare senza sconto e con fattura, usufruendo in tal modo del beneficio 
fiscale. 
a) Stabilire quale è la scelta più conveniente per il committente, se il tasso di mercato è 0,03 cioè 3%. 
b) Stabilire a quanto dovrebbe ammontare lo sconto praticato dall’impresa in caso di pagamento “in nero”, 
affinché questo risulti indifferente al pagamento senza sconto ma con fattura. 
c) Calcolare quale tasso di mercato renderebbe il pagamento in contanti scontato del 20% finanziariamente 
equivalente al pagamento senza sconto ma con beneficio fiscale. 
Soluzione. 
Il testo non specifica quale sia l’importo dovuto per il lavoro; questo dato non è necessario a causa della 
linearità della legge di capitalizzazione rispetto al capitale.  Ragioniamo quindi su una cifra di riferimento di 
nostra comodità, per esempio 100€ dovuti nel pagamento “regolare”, cioè con fattura. 
a) Le due scelte possibili per il committente sono: 
• pagare 100€ con fattura, e ricevere sotto forma di sconto fiscale 5€ tra un anno, 5€ tra due anni, e così via 
per 10 anni. 
•• pagare 80€ senza fattura, disponendo quindi da subito di 20€, rispetto all’altra scelta. 
 Il confronto tra le due alternative si svolge valutando le due operazioni finanziarie in uno stesso istante, per 
esempio l’istante attuale.  Il committente, che immaginiamo avesse da parte 100€ per pagare il dovuto, nel 
primo caso non ha più nulla di quei 100€, ma ha acquistato il diritto a ricevere 5€ all’anno per 10 anni; il 
valore attuale complessivo di questi diritti è la somma dei singoli valori attuali, e cioè 
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  5 ⋅ 11,03 + 5 ⋅
1
1,03( )2
+…+ 5 ⋅ 1
1,03( )10
= 51,03
1
1,03( )kk=0
9
∑ = 51,03 ⋅
1− 11,03( )10
1− 11,03
=
5 ⋅ 1− 11,03( )10⎛⎝ ⎞⎠
0,03 = 42,65  
 Invece, se il committente accetta lo sconto, avrà subito a disposizione 20€ che il suo creditore gli abbuona, e 
nulla più.  Il valore attuale di 20€ disponibili adesso è 20€, molto inferiore a 42,65€, valore attuale delle rate 
di beneficio fiscale.  Conviene pagare senza sconto ma con fattura detraibile dalle tasse. 
b) La risposta è già contenuta nei calcoli svolti per (a): se lo sconto offerto dall’impresa esecutrice dei lavori è 
di 42,65€ per ogni 100€ non fatturati, cioè 42,65%, è indifferente accettare lo sconto o beneficiare della 
detrazione fiscale. 
c) Il calcolo si imposta come per (a); adesso però il tasso i è sconosciuto; il valore attuale complessivo delle 10 
rate di detrazione fiscale di 5€ si calcola come sopra, con 1,03 sostituito da 1+ i ; l’equivalenza finanziaria 
sussiste se questo valore attuale è 20€.  Si ottiene l’equazione 
  y =
5 ⋅ 1− 11+i( )10( )
i = 20  
 La soluzione positiva di questa equazione (della quale si può dimostrare esistenza e unicità) è il tasso 
cercato.  Con l’ausilio di Mathematica si calcola i ≈ 0,2141  cioè 21,41%, un tasso molto alto.  Questo è 
ragionevole: se il tasso d’impiego dei capitali è molto alto, è maggiore il vantaggio derivante dal disporre 
subito del denaro, perché questo darà cospicui frutti; invece, se il tasso d’impiego è basso conviene attendere 
per ricevere complessivamente più denaro: nel nostro esempio, richiedendo la fattura si ricevono 
complessivamente 50€ invece di 20. 
 
 La figura mostra il valore dell’espressione 
5 ⋅ 1− 11+i( )10( )
i  in funzione di i; si nota che il valore diminuisce 
al crescere di i; il livello 20 corrisponde a un i leggermente superiore a 0,20 come abbiamo detto sopra. 
3. Un usuraio presta il proprio denaro ai malcapitati clienti al tasso annuo del 110%.  Costui vuole acquistare 
un lussuoso appartamento che costa 500 K€, e deve scegliere se pagarlo immediatamente, oppure farsi 
finanziare da una Banca, la quale accenderà un mutuo a carico dell’individuo, da estinguere con 10 rate 
annuali dell’importo di 65 K€, la prima da pagare tra un anno da adesso. 
a) Stabilire se all’usuraio conviene scegliere il pagamento immediato oppure il finanziamento della Banca. 
b) Calcolare l’importo delle rate del mutuo (ancora 10, uguali tra loro, con scadenze annuali) che renderebbe 
equivalenti le due scelte. 
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Soluzione. 
Premettiamo una osservazione.  Normalmente, chi acquista un immobile avvalendosi di un mutuo concesso da 
una Banca lo fa perché non ha a disposizione l’intero importo necessario, ed è quindi “obbligato” ad accettare 
le condizioni che la Banca gli impone.  Lo scenario proposto in questo esempio è diverso: l’acquirente 
s’immagina nella disponibilità dell’importo necessario per l’acquisto; egli però trae dal suo denaro un profitto 
elevatissimo, quantunque illegale; è ragionevole quindi che gli possa convenire pagare un importo 
complessivamente alquanto maggiore, ma differito nel tempo.  Naturalmente si suppone che il nostro perseveri 
nell’attività criminale senza essere scoperto e arrestato. 
a) Confrontiamo il valore attuale nell’istante presente degli importi che il nostro deve pagare secondo che 
scelga una o l’altra soluzione. 
• Se il pagamento avviene immediatamente, il valore attuale dell’operazione è ovviamente 500 K€, uguale 
all’importo dovuto 
•• Se il pagamento avviene tramite mutuo decennale, il valore attuale dell’operazione è la somma dei valori 
attuali delle dieci rate, calcolati rispetto al tasso 110%.  Infatti, il valore attuale di una determinata rata si può 
pensare come l’importo che l’usuraio deve accantonare oggi affinché, investito per il tempo che precede quel 
pagamento, esso produca un montante uguale all’importo della rata.  Si ottiene quindi il seguente valore 
attuale complessivo, espresso in K€.  Osserviamo che qui i = 1,10 , quindi 1+ i = 2,10  
  V = 65 ⋅ 12,1 + 65 ⋅
1
2,1( )2
+…+ 65 ⋅ 1
2,1( )10
= 652,1
1
2,1( )kk=0
9
∑ = 652,1 ⋅
1− 1
2,1( )10
1− 12,1
=
65 1− 1
2,1( )10( )
1,1 = 59,055  
 Il valore V è molto minore di 500 K€, poco più della decima parte!  Senza alcun dubbio conviene al nostro 
accettare il finanziamento della banca. 
 Se si preferisce, il confronto fra le due operazioni si può fare riferendolo a un tempo diverso, per esempio tra 
10 anni, quando scade l’ultima rata del mutuo, se sarà scelta questa soluzione.  Calcoliamo dunque i 
montanti degli importi di cui l’usuraio si priva per l’acquisto della casa, nelle due situazioni possibili. 
• Se l’usuraio paga 500 K€ subito, si priva del montante che questa somma produrrebbe in 10 anni, pari a 
  M1 = 500 ⋅ 2,1( )10 = 833994,049  
 (quasi 834 milioni di euro, non c’è un errore!) 
•• Se l’usuraio paga le dieci rate annuali di 65 K€, si priva dei montanti che ciascuno di quegli importi 
produrrebbe alla scadenza del decimo anno.  La rata con scadenza tra un anno capitalizzerebbe per 9 anni, 
realizzando un montante uguale a 65 ⋅ 2,1( )9 ; quella con scadenza tra due anni darebbe un montante uguale a 
65 ⋅ 2,1( )8 , e così via; il montante dell’ultima rata è uguale al suo importo, perché essa viene pagata proprio 
nel momento in cui si calcola il montante.  Il montante complessivo è 
  M2 = 65 ⋅ 2,1( )k
k=0
9
∑ = 65 ⋅1− 2,1( )
10
1− 2,1 = 98503,842  
 cioè “soltanto” poco più di 98 milioni.  È confermata la convenienza, assai ampia, del finanziamento della 
Banca. 
b) L’importo R della rata del mutuo che renderebbe equivalenti le due scelte deve essere tale da rendere uguali i 
due valori attuali, se ragioniamo nel primo modo seguito per (a), o i due montanti, se ragioniamo nel 
secondo modo. 
 Nel primo modo, riprendendo i calcoli svolti prima, vediamo che deve essere: 
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R 1− 1
2,1( )10( )
1,1 = 500  
 Svolgendo i calcoli si ottiene R = 550,33 ; davvero esagerata, ma non ci sono errori.  Per controllo, 
calcoliamo R seguendo il secondo ragionamento, quello relativo al montante.  Bisogna che sia M1 = M2 ; 
nulla cambia nel calcolo di M1 ; invece M2 = R ⋅ 2,1( )k
k=0
9
∑ = R ⋅1− 2,1( )
10
1− 2,1 .  Si ricava R dalla relazione 
  R ⋅1− 2,1( )
10
1− 2,1 = 833994,049  
 la quale fornisce di nuovo R = 550,33 . 
Le rendite. 
Si chiama Rendita un insieme di pagamenti, detti rate, che un individuo riceve (o effettua) a favore di un altro, 
di importi stabiliti, in tempi stabiliti.  Indicati con R1, R2,…, Rn  gli importi delle rate e con t1, t2,…, tn  i tempi 
in cui ciascuna rata sarà disponibile, interessa calcolare il valore della intera rendita in un determinato tempo.  
Tenendo presente le regole per la capitalizzazione e lo sconto, vediamo che il valore della rendita al tempo t è 
 V t( ) = Rk ⋅ 1+ i( )t−tk
k=1
n
∑  
Gli addendi Rk ⋅ 1+ i( )t−tk  sono montanti quando t > tk , altrimenti sono valori attuali calcolati in t di rate 
disponibili in un tempo successivo. 
In particolare, è utile il valore attuale della rendita “al tempo 0”, cioè nel momento presente; questo è 
 V 0( ) = Rk ⋅ 1+ i( )−tk
k=1
n
∑  
ossia la somma dei valori attuali delle singole rate. 
Poi, è utile il montante della rendita calcolato nel tempo dell’ultima rata che viene pagata; intendendo che sia 
t1 < t2 <…< tn , questo è 
 M =V tn( ) = Rk ⋅ 1+ i( )tn−tk
k=1
n
∑ = 1+ i( )tn Rk ⋅ 1+ i( )−tk
k=1
n
∑ = 1+ i( )tn ⋅V 0( )  
Il calcolo esposto mostra che il montante della rendita è uguale al montante generato da un unico importo di 
valore V 0( ) , capitalizzato per tutto il tempo di vita della rendita. 
Non c’è molto altro da dire, finché parliamo di rendite di rate qualunque, disponibili in tempi qualunque.  Se la 
rendita assume maggiore regolarità, si possono ottenere risultati interessanti. 
Una rendita si dice periodica se le rate si rendono disponibili a intervalli costanti di tempo: ogni anno, ogni 
mese, ogni tre mesi,…; si parla in tali casi di rendita annuale, mensile, trimestrale, ecc. 
Una rendita periodica si dice immediata posticipata se la prima rata è disponibile dopo un periodo dal momento 
presente (cioè, dopo un anno se la rendita è annuale, dopo un mese se mensile, ecc.); si dice immediata 
anticipata se la prima rata è pagata immediatamente, cioè nel momento attuale; si dice differita di m periodi, se 
la prima rata è pagata dopo m +1  periodi.  Perciò una rendita immediata posticipata è “differita di 0 periodi”. 
Una rendita si dice costante se tutte le rate sono di uguale importo. 
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Qui tratteremo soltanto di rendite periodiche costanti.  Spesso, per condurre ragionamenti relativi alle rendite, è 
utile dare una rappresentazione grafica schematica, che mette in evidenza i tempi in cui sono pagate le rate e i 
rispettivi importi.  Per esempio, il seguente schema illustra una rendita periodica costante, costituita da n rate di 
importo R. 
 
Valore attuale e montante di rendite periodiche costanti 
Il valore attuale di una rendita costante immediata posticipata di n rate di importo R si ottiene applicando la 
formula generale vista prima al caso particolare ora in esame; in particolare ogni rata Rk  vale R e ciascun 
tempo tk  vale k (bisogna che l’unità di misura applicata per i tempi sia il periodo della rata: anni, se la rendita è 
annuale, mesi se è mensile, ecc.).  Si ottiene 
 V 0( ) = R ⋅∑ V 0( ) = R ⋅ 1+ i( )−k
k=1
n
∑ = R ⋅ 11+ i ⋅
1− 1+ i( )−n
1− 1+ i( )−1
= R ⋅1− 1+ i( )
−n
i  
L’espressione 
1− 1+ i( )−n
i  si indica con un simbolo speciale: 
 an i =
1− 1+ i( )−n
i =
1+ i( )n −1
i 1+ i( )n
 
Il simbolo an i  si legge “a figurato n al tasso i ”.  Esistono “tavole finanziarie” che riportano, fra l’altro, i 
valori di an i  per diversi valori di n e i.  an i  è il valore attuale di una rendita unitaria (cioè ogni rata è di 1€) 
immediata posticipata, di n rate. 
L’espressione an i =
1− 1+ i( )−n
i  rende evidente che limn→+∞an i =
1
i ; questo valore si può interpretare come il 
valore attuale di una rendita unitaria immediata posticipata perpetua, cioè allo scadere di ogni periodo viene 
pagato 1€, per sempre.  La spiegazione di questo fatto è semplice, ed è simile a quella che abbiamo dato 
nell’esempio all’inizio sul BTP quadriennale al tasso 2% semestrale; vediamo: 
Immaginiamo di operare in un mercato in cui il tasso annuo applicato è i, e di investire una somma pari a 
1
i ; 
per esempio, se i = 0,02  cioè 2%, investiamo 50€.  Dopo un anno il nostro capitale avrà prodotto un montante 
uguale a 
1
i ⋅ 1+ i( ) =
1
i +1  (51€, se i = 0,02 ).  Se da questo montante preleviamo 1€, togliendolo dal patrimonio 
messo a frutto, abbiamo a disposizione 1€, e rimane investito l’importo 
1
i  come un anno prima; allo scadere del 
secondo anno si sarà prodotto nuovamente il montante 
1
i +1 , dal quale preleveremo la seconda rata di 1€, e 
così via per sempre.  Quindi la disponibilità immediata di 
1
i € , se il tasso di mercato è i, e non cambia mai, 
equivale a disporre in perpetuo di 1€ allo scadere di ogni anno; questo è proprio il significato di valore attuale 
della rendita perpetua. 
Se ci interessa il valore attuale di una rendita unitaria periodica anticipata, è sufficiente ragionare così: il valore 
attuale di una rendita anticipata, calcolato un anno fa, cioè al tempo −1, sarebbe stato an i ; trascorso un anno, 
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questo valore viene capitalizzato moltiplicandolo per 1+ i( )1; quindi si ottiene come valore attuale al tempo 0 
l’espressione: an i ⋅ 1+ i( ) . 
 
Il montante di una rendita unitaria immediata posticipata di n rate si può calcolare direttamente in modo simile 
a quanto abbiamo fatto per il valore attuale; ma adesso è più semplice capitalizzare per n periodi il valore 
attuale della rendita; il montante è perciò uguale a 
 an i ⋅ 1+ i( )
n = 1+ i( )
n −1
i 1+ i( )n
⋅ 1+ i( )n = 1+ i( )
n −1
i  
Questa espressione viene indicata con il simbolo sn i  che si legge s figurato n al tasso i; anche i valori di sn i  
sono riportati nelle tavole finanziarie. 
Segnaliamo che il montante di una rendita anticipata, salvo avviso contrario, s’intende calcolato non alla 
scadenza dell’ultima rata, cioè dopo n −1  periodi, bensì allo scadere del periodo successivo.  Perciò il 
montante di una rendita unitaria anticipata di n rate è sn i ⋅ 1+ i( ) .  Naturalmente non ha senso parlare di 
montante di una rendita perpetua. 
Osserviamo infine che non è essenziale ritenere a memoria le formule che esprimono sn i  e an i ; si tratta, 
come si è visto, di somme di addendi in progressione geometrica, quindi piuttosto facili da ricavare. 
Tasso interno di rendimento (t.i.r.) di una rendita acquistata con un versamento immediato. 
Chi ha denaro disponibile da investire, spesso decide di impiegarlo “acquistando una rendita”, ossia cede ora 
una somma di denaro in cambio di uno o più pagamenti differiti nel tempo.  Un parametro di confronto tra 
diversi investimenti di questo tipo è il tasso implicitamente definito dal prezzo di acquisto, dagli importi delle 
rate e dai tempi in cui le rate sono pagate; questo tasso si chiama tasso interno di rendimento dell’operazione.  
Questo parametro non è disponibile nei casi descritti in precedenza, nei quali uno o più pagamenti differiti nel 
tempo servivano per ripagare un bene o un servizio in natura, per il quale non era disponibile un oggettivo 
valore monetario presente. 
Se la rata è unica, il tasso interno di rendimento si calcola facilmente: investo C oggi, ricevo R >C  dopo un 
tempo t; il t.i.r.  è i tale che R sia il montante di C impiegato al tasso i per un tempo t: 
 R = C ⋅ 1+ i( )n ; 1+ i( )n = RC ; i =
R
C
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
1
n
−1 
Il principio non cambia se le rate della rendita sono molteplici: il valore attuale complessivo dell’insieme delle 
rate, cioè della rendita acquistata, deve essere uguale al prezzo C pagato oggi per acquistare la rendita, cioè 
 C = Rk ⋅ 1+ i( )−k
k=1
n
∑  
in cui questa volta il valore incognito è i.  Come si vede, non c’è alcuna difficoltà teorica; la difficoltà pratica 
consiste nel fatto che quasi sempre l’equazione alla quale si perviene non è risolubile elementarmente.  Ecco un 
esempio concreto: il B.T.P. 9% con scadenza 01 novembre 2023.  Il titolo offre, per ogni 100€ di valore 
nominale, 4,50€ ogni sei mesi, fino al 01 novembre 2023, e quel giorno ulteriori 100€ come restituzione del 
capitale.  Tuttavia, per acquistare sul mercato questa obbligazione, per 100€ di valore nominale occorre pagare 
155,49€.  Qual è il t.i.r. di questo investimento?  Lo calcoliamo immaginando di acquistare appunto 100€ di 
valore nominale, spendendo 155,49€.  Per semplicità, immaginiamo di perfezionare l’acquisto il 01 novembre 
2016, cosicchè riceveremo la prima cedola di 4,5€ il 01 maggio 2017, tra esattamente 6 mesi, e la restituzione 
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del capitale (nella misura di 100€) avverrà insieme con il pagamento dell’ultima cedola tra esattamente 7 anni, 
il 01 novembre 2023. 
 
Deve valere l’uguaglianza 
 155,49 = 4,5 1+ i( )− k2
k=1
14
∑ +100 ⋅ 1+ i( )−7  
Con l’ausilio di Mathematica si ottiene i = 0,0083  cioè 0,83%; il rendimento netto è ancora inferiore perché le 
cedole sono tassate con aliquota 12,50%, vale a dire che non incasseremo ogni 6 mesi 4,50€, bensì 
0,875 ⋅4,5 = 3,9375  Euro.  Ricalcolando il t.i.r. si ottiene addirittura un rendimento negativo: i = −0,00036 , 
vale a dire che l’investitore in questo caso paga per fare custodire i suoi risparmi dallo Stato! 
Il t.a.e.g. (tasso annuo effettivo globale) di un finanziamento. 
Il t.a.e.g. è esattamente la stessa cosa del t.i.r., cambia soltanto il punto di vista: il t.i.r. è pensato dal punto di 
vista dell’investitore, che anticipa a un altro individuo o Istituto una somma di denaro, in cambio di una rendita 
che gli verrà corrisposta; ora invece pensiamo a un soggetto, detto “consumatore” il quale riceve da un altro, 
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che chiameremo “finanziatore”, l’importo C che gli occorre adesso per acquistare un bene o un servizio; in 
cambio del finanziamento ricevuto il consumatore s’impegna a corrispondere al finanziatore una rendita 
prestabilita.  Come si vede, è lo stesso problema affrontato prima; adesso però, mettendoci nei panni del 
consumatore, calcoliamo un tasso che non è più misura del “rendimento dell’investimento” bensì del “costo del 
finanziamento” 
Esempio.  Un consumatore vuole acquistare un televisore che costa 500€.  Giunto alla cassa del negozio, gli 
viene proposto un finanziamento “a tasso zero” con le seguenti modalità: egli pagherà 50€ subito, poi dieci rate 
mensili di 45€, la prima tra un mese da oggi.  L’apertura della pratica di finanziamento comporta però la spesa 
di 25€ da pagare subito, quindi il pagamento iniziale non è di 50€ ma di 75€; inoltre, per pagare ciascuna delle 
dieci rate il consumatore dovrà servirsi di un bollettino di conto corrente postale, che comporta un costo 
aggiuntivo di 1,50€ di “commissione” dovuta alle Poste per il servizio, quindi il nostro spenderà ogni mese 
46,50€.  Calcolare il t.a.e.g. per il consumatore, e il t.i.r. per il finanziatore. 
Soluzione. 
Il t.a.e.g. mensile reale per il consumatore è i12  tale che 
 500 = 75 + 46,50 ⋅ 1+ i12( )−k
k=1
10
∑  
Si ricava (con metodi di calcolo numerico) i12 = 0,0167  corrispondente al tasso annuo 
i = 1,0167( )12 −1= 0,220 ; quindi il finanziamento “a tasso zero” ha in realtà per il consumatore un costo 
finanziario del 22%. 
Il t.i.r. per il finanziatore si calcola nello stesso modo, tranne per il fatto che per quest’ultimo l’importo delle 
rate è di 45€, non 46,50€ perché il costo aggiuntivo di 1,50€ a carico del consumatore non va a beneficio del 
finanziatore ma delle Poste.  L’equazione risolvente è allora 
 500 = 75 + 46,50 ⋅ 1+ ′i12( )−k
k=1
10
∑  
soddisfatta da ′i12 = 0,01053  corrispondente al tasso annuo ′i = 1,01053( )12 −1= 0,134  cioè 13,4%.  
L’indicazione obbligatoria del t.a.e.g. nel documenti di proposta del finanziamento riporta questo numero, non 
quello vero, 22%, che abbiamo calcolato sopra, perché non tiene conto delle spese a carico del consumatore 
non imputabili direttamente al finanziatore; quindi l’informazione non è del tutto esatta. 
t.i.r. e teoria delle decisioni. 
Il tasso interno di rendimento corrispondente all’investimento immediato di una somma di denaro in cambio del 
diritto a ricevere una rendita può essere assunto a criterio di scelta tra investimenti differenti, scegliendo cioè 
quello che offre un t.i.r. superiore. 
Esempio.  Disponendo di 1000€ da investire, mi vengono offerti due investimenti.  Il primo darà una cedola di 
100€ tra due anni e restituirà il capitale di 1000€ tra quattro anni; il secondo darà una cedola di 40€ tra un anno 
e restituirà il capitale di 1000€ tra due anni.  Quale investimento è da prefereire, se il criterio di scelta è il t.i.r.? 
Soluzione. 
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Sia i  il t.i.r. in ciascuno dei due casi; indichiamo con v il numero v = 11+ i .  Per il primo investimento deve 
risultare 
 1000 = 100v2 +1000v4 ; 10v4 + v2 −10 = 0 ; v2 = −1+ 40120 ; v =
−1+ 401
20  
poi da v = 11+ i  di ottiene i =
1
v −1 , e nel caso attuale, in forma decimale, i = 0,0253045 . 
Per la seconda proposta si ha invece 
 1000 = 40v2 +1000v2 ; 25v2 + v2 − 25 = 0 ; v = −1+ 250150  
da cui, in forma decimale, i = 0,0202 . 
Risulta quindi preferibile il primo investimento. 
Osservazione 1.  Non bisogna credere che il risultato fosse scontato perché la prima rendita paga 
complessivamente 1100€, mentre la seconda ne paga soltanto 1040; bisogna infatti considerare che i pagamenti 
della prima rendita si fanno attendere più a lungo di quelli della seconda, e questo ha un effetto sul calcolo del 
t.i.r.  Consideriamo infatti una terza possibilità di investimento, simile alla seconda, tranne che nel fatto che la 
cedola pagata dopo un anno è di 50€ anziché 40.   
  
Questa volta abbiamo 
 1000 = 50v2 +1000v2 ; 20v2 + v2 − 20 = 0 ; v = −1+ 160140  
che dà i = 0,0253125 , leggermente superiore a i = 0,0253045  che era stato calcolato per la prima proposta di 
investimento, di durata quadriennale; questa terza possibilità riesce dunque preferibile alla prima, benché paghi 
complessivamente soltanto 1050€ contro 1100. 
Osservazione 2.  L’assunzione del t.i.r. come unico criterio di scelta tra diverse forme di investimento 
monetario è adeguata se si può ritenere ragionevole l’invarianza del tasso di mercato nel periodo di durata 
dell’investimento.  Se mi aspetto che in breve tempo i tassi di mercato cresceranno sensibilmente, dovrò 
preferire un  investimento che metta a mia disposizione presto il capitale e relativi interessi, perché immagino 
che in quel momento potrò investirli a condizioni più redditizie; quindi potrei preferire l’investimento con 
scadenza tra due anni, anche nel caso in cui questo abbia un t.i.r. più basso di un altro investimento con durata 
maggiore.  Viceversa, se suppongo che i tassi diminuiranno sensibilmente, preferirò un investimento di lunga 
durata, che mi garantisce un rendimento  relativamente alto per molti anni, mentre incassando presto capitale e 
interessi potrei reinvestirli soltanto a condizioni meno vantaggiose. 
Osservazione 3.  Sul mercato finanziario si trovano prodotti finanziari apparentemente equivalenti per forma e 
durata, con rendimenti, cioè t.i.r. anche molto diversi tra loro.  Ciò dipende dal fatto che alcuni emittenti, cioè 
coloro che ricevono il nostro investimento e s’impegnano a pagarci cedole e capitale, sono più affidabili di altri; 
investendo in un titolo emesso dalla Repubblica Federale Tedesca avremo la sostanziale certezza del puntuale 
pagamento di quanto pattuito; non altrettanto con un titolo argentino; per questa ragione il titolo tedesco può 
essere preferito a quello argentino, nonostante quest’ultimo prometta un t.i.r. molto maggiore.  Questo 
argomento esula comunque da quanto trattato in questi appunti, in cui si ragione sempre in condizioni di 
certezza, ossia che un pagamento futuro promesso sarà fedelmente corrisposto, al momento e nell’importo 
pattuiti. 
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Ammortamento (estinzione) di un prestito. 
La teoria delle rendite trova una delle sue più importanti applicazioni nel problema dell’ammortamento, ossia 
dell’estinzione di un prestito ricevuto (o concesso, secondo il punto di vista in cui ci si pone).  L’estinzione del 
debito in unica soluzione è il problema da cui trae origine tutta la matematica finanziaria: l’importo da pagare 
(da ricevere) è il montante del capitale ricevuto (prestato), calcolato per il tempo t della durata del prestito.  
Nella realtà però, più frequentemente un debito viene saldato a rate, ossia il debitore crea a favore del prestatore 
una rendita, il cui valore deve uguagliare quello della somma prestata.  Normalmente il confronto dei valori si 
effettua nel momento in cui il prestito viene concesso: il valore attuale della rendita con la quale il debitore 
estinguerà il debito deve essere uguale all’importo prestato.  Se la restituzione avviene in modo irregolare, cioè 
con rate non periodiche e di importi variabili, non c’è che da svolgere un calcolo diretto nei singoli casi; molto 
di più si può dire se la restituzione avviene con rate costanti e periodiche. 
Piano di ammortamento; quote di capitale, quote di interesse, debito estinto, debito residuo. 
Per estinguere in unica soluzione al tempo t un debito di valore C contratto al tempo 0, il debitore deve pagare 
C ⋅ 1+ i( )t >C ; la differenza I = C ⋅ 1+ i( )t −C  è l’interesse con il quale il debitore ricompensa il prestatore per 
avergli concesso il credito. 
Anche nel caso in cui il debito venga estinto ratealmente si può calcolare, per ogni rata, la quota di interesse e 
la quota di capitale che, sommate, totalizzano l’importo della rata.  Se le rate per l’estinzione del debito sono 
R1 , R2 , … , Rn  versate nei tempi t1 , t2 , … , tn , è utile conoscere in ciascuno dei tempi t1 , t2 , … , tn  la 
ripartizione Rk = Ck + Ik , quota di capitale e quota di interesse; inoltre è utile conoscere Ek = Ck
h=1
k
∑  (debito 
estinto al tempo tk ) e anche Fk = C − Ek  (debito residuo al tempo tk ).  Evidentemente deve risultare En = C , 
Fn = 0 : al termine di tutti i pagamenti il debito estinto è l’intero importo a suo tempo prestato, quindi il debito 
residuo è 0.  La lista dei dati qui descritti può essere presentata in una tabella detta piano di ammortamento.  Il 
seguente esempio mostra la costruzione di un piano di ammortamento. 
Esempio.  Un tizio riceve in prestito da un amico 5000€, e s’impegna a restituirli entro 4 anni al tasso annuo 
composto del 5%, versando quello che potrà ogni volta che ne avrà disponibilità.  Negli anni che seguono egli 
versa 
• 1500€ dopo 1 anno dall’inizio dell’operazione (quindi t1 = 1 , R1 = 1500€ ) 
• 2000€ dopo 2 anni e 9 mesi dall’inizio dell’operazione (quindi t2 = 2,75 , R2 = 2000€ ) 
e infine, mantenendo l’impegno assunto con l’amico, alla scadenza del questo anno versa l’importo R3  
necessario per estinguere il debito. 
Calcolare a quanto ammonta R3  e compilare il piano di ammortamento. 
Soluzione. 
L’ammontare di R3  deve essere tale che la rendita formata dalle tre rate nei tempi indicati sia finanziariamente 
equivalente, relativamente al tasso i = 0,05  alla disponibilità immediata di 5000€.  Bisogna quindi che 5000€ 
sia il valore attuale al tempo 0 dell’intera rendita, cioè che risulti: 
 1500 ⋅ 1,05( )−1 + 2000 ⋅ 1,05( )−2,75 + R3 ⋅ 1,05( )−4 = 5000  
Svolgendo il calcolo si ottiene R3 = 2215,32 . 
Passiamo al piano di ammortamento.  Le righe corrispondono ai tempi in cui avviene qualcosa nella operazione 
finanziaria; le colonne riportano i valori descritti sopra, in ciascuno dei tempi annotati.  Conviene compilare 
una prima riga della tabella corrispondente al tempo t0 = 0  in cui ciene concesso il prestito, quindi ha inizio 
l’operazione; nella corrispondente riga sono uguali a zero tutti i valori tranne F0  (debito residuo), che 
naturalmente vale in questo tempo 5000€.  La colonna delle Rk  si compila subito con i valori opportuni, che 
sono già noti.  Poi si completa la riga corrispondente a t1 : 
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• I1 = F0 ⋅ 1+ i( )t1−t0 −1( ) = 5000 ⋅ 1,05 −1( ) = 250  
Infatti F0 ⋅ 1+ i( )t1−t0  è il montante di F0  capitalizzato nel tempo che va da t0  a t1 ; questo importo diminuito 
di F0  è l’interesse prodotto da F0  nel medesimo intervallo temporale. 
• C1 = R1 − I1 = 1500 − 250 = 1250  
Infatti, se il debitore paga in t1  soltanto l’interesse maturato da t0  a t1 , riconduce al valore iniziale F0  la cifra 
che rimarrebbe da pagare se si volesse estinguere il debito in quel momento; soltanto quello quello che egli 
paga in più di I1  riduce realmente il debito; il debito estinto al tempo t1  è 
• E1 = E0 +C1 = 1250  
Da quel momento si può pensare che abbia inizio una nuova operazione in cui il tempo inizia da t1  con un 
debito da pagare che in quel momento è 
• F1 = F0 −C1 = 3750  
Le righe successive si compilano secondo lo stesso principio: se si è compilata la riga corrispondente a tk , si 
ottengono i valori della riga successiva in questo modo: 
• Ik+1 = Fk ⋅ 1+ i( )tk+1−tk −1( )  
Questo è infatti l’interesse che il capitale Fk  produce nel tempo tk+1 − tk ; 
• Ck+1 = Rk+1 − Ik+1  
ovvio, dovendo risultare Rk+1 = Ik+1 +Ck+1; 
• Ek+1 = Ek +Ck+1 = Cj
j=1
k+1
∑  
Anche questa formula non necessita spiegazioni; il debito estinto è la somma delle quote di capitale pagate fino 
a quel momento, cioè delle parti rimanenti dalle rate, detratte le quote di interesse; 
• Fk+1 = Fk −Ck+1  
Di nuovo, non occorrono spiegazioni: il debito residuo al tempo tk+1  è uguale al debito residuo al tempo 
precedente, diminuito della quota di capitale pagata in quel momento. 
Qui sotto mostriamo il piano di ammortamento corrispondente alle operazioni descritte. 
0 0 0 0 0 5000 0,05
1 1500 250,00&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&& 1.250,00&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&& 1.250,00&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&& 3.750,00&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&
2,75 2000 334,25&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&& 1.665,75&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&& 2.915,75&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&& 2.084,25&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&
4 2215,32 131,07&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&& 2.084,25&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&& 5.000,00&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&& 0,00&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&
tempi tk( ) Rata Rk( ) Quota interesse Ik( ) Quota capitale Ck( ) Debito estinto Ek( ) Debito residuo Fk( ) Tasso i
 
Osservazione. L’espressione che definisce le quote di capitale non assicura che queste siano necessariamente 
positive.  Un valore negativo di Ck  ha l’effetto di aumentare il debito residuo rispetto al tempo precedente, 
essendo Fk+1 = Fk −Ck+1 .  Questo succede se l’importo della rata pagata è inferiore alla quota di interesse 
dovuta in quel momento; ciò comunque non impedisce la compilazione del piano e la estinzione del debito.  Per 
esempio, nel caso esaminato sopra, se la rata pagata dopo un anno fosse 150€ anziché 1500€, la quota di 
capitale sarebbe –100€, e il debito residuo al tempo 1 ammonterebbe a 5100€.  Questo spiega il drammatico 
destino di qualcuno che s’indebita con usurai, i quali praticano un tasso di interesse altissimo, cosicché sono 
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esorbitanti le quote di interesse, e il debitore spesso si trova ad avere pagato all’usuraio rate anche ingenti per 
estinguere parte del suo debito, trovandosi invece caricato di un debito sempre maggiore.  Ecco per esempio 
che cosa succede al protagonista dell’esempio precedente se l’amico (?) gli presta 5000€ al tasso annuo del 
50%, anziché 5%.  Abbiamo immaginato che il debitore versi le rate di importo indicato nei tempi pure indicati; 
alla fine dell’ottavo anno il malcapitato si trova ad avere versato all’usuraio 31500€, e nello stesso tempo ad 
avere nei suoi confronti un debito di oltre 27000€. 
0 0 0 0 0 5000 0,5
1 1500 2.500,00''''''''''''''''''''' 1.000,00(''''''''''''''''''''' 1.000,00(''''''''''''''''''''' 6.000,00'''''''''''''''''''''
2,75 2000 6.198,63''''''''''''''''''''' 4.198,63(''''''''''''''''''''' 5.198,63(''''''''''''''''''''' 10.198,63'''''''''''''''''''
4 3000 6.731,33''''''''''''''''''''' 3.731,33(''''''''''''''''''''' 8.929,95(''''''''''''''''''''' 13.929,95'''''''''''''''''''
5 2500 6.964,98''''''''''''''''''''' 4.464,98(''''''''''''''''''''' 13.394,93(''''''''''''''''''' 18.394,93'''''''''''''''''''
6 8000 9.197,47''''''''''''''''''''' 1.197,47(''''''''''''''''''''' 14.592,40(''''''''''''''''''' 19.592,40'''''''''''''''''''
7 4500 9.796,20''''''''''''''''''''' 5.296,20(''''''''''''''''''''' 19.888,60(''''''''''''''''''' 24.888,60'''''''''''''''''''
8 10000 12.444,30''''''''''''''''''' 2.444,30(''''''''''''''''''''' 22.332,89(''''''''''''''''''' 27.332,89'''''''''''''''''''
tempi tk( ) Rata Rk( ) Quota interesse Ik( ) Quota capitale Ck( ) Debito estinto Ek( ) Debito residuo Fk( ) Tasso i
 
Ammortamento di un prestito mediante rate periodiche costanti (detto “progressivo” o “francese”). 
Quando l’ammortamento di un prestito avviene con caratteristiche di regolarità, le espressioni dei dati contenuti 
nel piano di ammortamento hanno significative proprietà.  Qui vediamo il caso dell’ammortamento con rate 
costanti, pagate per n anni, alla fine di ogni anno, a partire da un anno dopo la concessione del prestito.  Il 
debito (di importo C) viene quindi ripagato attraverso una rendita immediata posticipata di n rate annuali di 
uguale importo R.  Il valore di R deve essere tale che sia uguale a C il valore attuale della rendita, calcolato al 
tempo 0 della concessione del prestito.  Poiché questo valore attuale è R ⋅an i = R ⋅
1+ i( )n −1
i 1+ i( )n
 otteniamo 
l’importo della rata annuale: 
 R = Can i
= C ⋅ i 1+ i( )
n
1+ i( )n −1
= C i
1− 1+ i( )−n
 
Per esempio, la rata annua costante per l’ammortamento di un prestito di 15000€ al tasso annuo 5% mediante 5 
rate posticipate è 15000a5 0,05
= 3464,62 . 
Il corrispondente piano di ammortamento è qui sotto 
 
Vediamo le caratteristiche dei valori contenuti del piano di ammortamento a rate costanti.  Indicata con R la rata 
costante, la cui espressione è stata ricavata poco fa, e con Fk  il debito residuo dopo il pagamento della k-esima 
rata (quindi F0 = C ), vale la formula 
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(1) Fk =
R
i 1− 1+ i( )
−n+k( )  
Questa si prova per induzione su k.  Essa è vera per k = 0 : da R = F0
i
1− 1+ i( )−n
 si ricava subito la (1) nel 
caso k = 0 .  Supponiamo ora vera la (1) per un k e mostriamo che essa vale anche per k +1 . 
Il debito residuo Fk+1  dopo il pagamento della k +1( )-esima  rata è Fk  diminuito della k +1( )-esima  quota di 
capitale; quest’ultima è Ck+1 = R − Ik+1 , e 
 Ik+1 = Fk ⋅ i = R 1− 1+ i( )−n+k( )  
(abbiamo applicato l’ipotesi di induzione); quindi Ck+1 = R 1+ i( )−n+k  e allora 
 
Fk+1 = Fk −Ck+1 =
R
i 1− 1+ i( )
−n+k( )− Ri ⋅ i ⋅ 1+ i( )−n+k = Ri 1− 1+ i( )−n+k − i ⋅ 1+ i( )−n+k( ) =
= Ri 1− 1+ i( )
−n+k 1+ i( )( ) = Ri 1− 1+ i( )−n+k+1( )
 
che è la (1) con k +1  al posto di k. 
Nei passaggi precedenti abbiamo anche ottenuto le seguenti importanti relazioni: 
(2) Ck = R 1+ i( )−n+k−1  
(3) Ik = R 1− 1+ i( )−n+k−1( )  
La (2), in particolare, dice che la sequenza (finita) delle quote di capitale forma una progressione geometrica di 
ragione 1+ i( ) , e così quantifica il fatto qualitativamente evidente, che le quote di capitale sono crescenti, 
perché a ogni successiva scadenza va diminuendo il debito residuo sul quale si calcola la quota di interesse.  
Infine, sempre osservando la (2) si nota che Ck  è il valore attuale al tempo 0 di R disponibile al tempo k, cioè 
dopo k anni.  Per questa ragione questo tipo di ammortamento prende il nome di “progressivo”, o “a quote 
progressive”, perché ci si riferisce alle quote di capitale le quali, come abbiamo visto, formano una 
progressione geometrica. 
Ammortamento di un prestito mediante rate con quote di capitale costanti (detto “italiano”). 
Indicato con F0  l’importo del debito, se il numero di rate stabilito per l’estinzione è n, la quota di capitale 
contenuta in ciascuna rata è ovviamente 
(4) Ck =
F0
n  
indipendente da k; il debito estinto dopo k anni, somma delle quote di capitale fino a quel momento, è 
(5) Ek =
k
n F0  
crescente in progressione aritmetica di differenza 
F0
n ; il debito residuo dopo k anni è 
(6) Fk =
n − k
n F0  
decrescente in progressione aritmetica di differenza −
F0
n . 
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La quota di interesse nella rata Rk  pagata il k-esimo anno k ≥1( )  è 
(7) Ik = Fk−1 ⋅ i = F0 ⋅
n − k +1
n i = F0 ⋅
n +1
n i − k F0 ⋅
i
n  
dove si vede che anche le quote di interesse formano una progressione aritmetica di differenza −
F0 i
n . 
Infine, l’importo delle rate è: 
(8) Rk = Ck + Ik =
F0
n 1+ n − k +1( )i( )  
anch’esse in progressione aritmetica di differenza −
F0 i
n . 
Si tratta di un metodo di ammortamento di prestiti poco usato nella realtà, perché obbliga il debitore a 
pagamenti più onerosi nella prima parte del periodo pattuito, mentre è ragionevole supporre che proprio in 
questo primo periodo egli possa avere minore disponibilità di denaro, altrimenti non avrebbe avuto bisogno di 
un prestito. 
Ecco, a titolo di esempio, il piano di ammortamento del debito di 15000€ al tasso 5%, gli stessi dati 
dell’esempio precedente, con il metodo a quote di capitale costanti: 
0 0 0 0 0 15000 0,05
1 3.750,00((( 750,00((((((((((((( 3.000,00((((((((((((((((( 3.000,00(((((((((((((((( 12.000,00((((((((((((((
2 3.600,00((( 600,00((((((((((((( 3.000,00((((((((((((((((( 6.000,00(((((((((((((((( 9.000,00(((((((((((((((( 5
3 3.450,00((( 450,00((((((((((((( 3.000,00((((((((((((((((( 9.000,00(((((((((((((((( 6.000,00((((((((((((((((
4 3.300,00((( 300,00((((((((((((( 3.000,00((((((((((((((((( 12.000,00(((((((((((((( 3.000,00((((((((((((((((
5 3.150,00((( 150,00((((((((((((( 3.000,00((((((((((((((((( 15.000,00(((((((((((((( -((((((((((((((((((((((((( 3.000,00((((((((
tempi tk( ) Rata Rk( ) Q.interesse Ik( ) Quota capitale Ck( ) Debito estinto Ek( ) Debito residuo Fk( ) Tasso i
quota capitale
n (num.rate)
 
I due metodi di ammortamento che abbiamo esposto non sono gli unici studiati in Matematica finanziaria; 
questi sono i più semplici, a titolo di esempio della natura del problema trattato. 
I quattro files Excel disponibili con la dispensa permettono di sperimentare altri valori di capitale prestato, 
tasso, numero di rate nei diversi casi. 
Nei files 
ammortamento.xlsx 
ammortamento-usura.xlsx 
vanno inseriti manualmente i dati delle prime due colonne (tempi e rate pagate), oltre all’importo iniziale del 
prestito, F0 ; le altre caselle contengono i valori conseguenti. 
Nei files 
Ammort.Francese.xlsx 
Ammort.Italiano.xlsx 
vanno inseriti manualmente F0 , il tasso i e il numero n di rate F0 ; le altre caselle contengono i valori 
conseguenti. 
